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Resumen

Utilizando sustituciones de ciertas funciones raciona-
les (M) por la variable z, se presenta resultados so-
bre la preservacion de propiedades de estabilidad, es-
tabilizacién, funciones reales positivas (PR), estricta-
mente reales positivas (SPR), reales acotadas (BR),
estrictamente reales acotadas (SBR) y norma He.
Basados en estas propiedades se presentan resulta-
dos sobre la preservacion del lemma sobre funciones
SPR y estabilidad absoluta en sistemas discretos sin-
gulares lineales invariantes con el tiempo.

1. Introduccion

El estudio de sustituciones en el dominio de la fre-
cuencia para sistemas en tiempo discreto no es nue-
vo, por ejemplo en [2] se utiliza una trasformacién
espectral para filtros digitales y se prueba que dicha
transformacién (funciones paso-todo) convierte a un
filtro paso-bajas en una funcién de transferencia que
tiene el mismo tipo de caracteristicas en amplitud
pero pertenece a una cierta clase de filtro digitales.
En [10] se presenta una teoria de transformaciones
espectrales para filtros digitales de dos dimensiones.
Se prueba que estas transformaciones tienen la forma
de funciones paso-todo estables de dos dimensiones
y el resultado de esta trasformacion es estable. Es-
te resultado se utiliza para obtener nuevos disenos de
filtros digitales de dos dimensiones a parir de disenos
conocidos. En [6] se establece una técnica de diseno
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para filtros digitales con respuesta a impulso infinita
(IIR) con simetria circular para el caso de dos dimen-
siones a partir de filtros digitales de una dimension,
via una sustitucion de la variable z por una funcién
de transferencia de dos dimensiones. En este caso la
estabilidad entrada-acotada salida-acotada (BIBO)
se preserva si el denominador de la funcién de trans-
ferencia de la sustitucién no tiene ceros en el circulo
unitario.

En este trabajo varios resultados obtenidos para el
caso continuo reportados en [4], son extendidos para
sistemas discretos con una entrada una salida (SISO)
lineales invariantes con el tiempo (LTT) al utilizar
sustituciones por funciones Mj.

Se mostrara que la sustituciones de funciones M; por
la variable z preservan estabilidad, funciones PR,
SPR, BR, SBR y norma H, en sistemas discretos
SISO LTI. Ademés, la clase de funciones M es ce-
rrada para la composicién de funciones Mj.

Una observacion es que las transformaciones espec-
trales deben ser filtros paso-todo que transforman el
circulo unitario a un circulo unitario. Sin embargo,
las funciones M; no tienen esta propiedad (Defini-
cién 4), en consecuencia las funciones M; son dife-
rentes con respecto a las transformaciones espectra-
les. Los resultados obtenidos en la preservacién de
propiedades son utilizados para mostrar que el Le-
ma SPR y las condiciones de estabilidad robusta pa-
ra sistemas discretos singulares se preservan cuando
se sustituyen funciones M por la variable z. Estos
resultados se pueden interpretar en el sentido de ro-
bustez a perturbaciones no lineales en los pardmetros
de la funcién de transferencia inducidos por la sus-
titucion de funciones M;. Finalmente, se presentan
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algunas conclusiones y un ejemplo.

2. Notaciéon y definiciones

En esta seccion se presenta la notacion y las defini-
ciones utilizadas durante el resto del trabajo.
Notacion: Sean R y C el campo de nimeros reales y
numeros complejos, respectivamente. Los conjuntos
T={2€C :|z|>1},0T={2€C : |2|=1},T =
TJOT y T. = T|J{oc}. En este trabajo se estudia
el caso de sistemas discretos SISO LTI.

N(z)
D(z)’
z € C, es Schur estable si todas las raices del polino-
mio del denominador D(z) se encuentran dentro del
circulo unitario |z| < 1.

Definicién 1 La funcion racional real G(z) =

Definicién 2 ([1], [7], [9]) Una funcion racional
real (SPR) G(z) es una funcidn estrictamente po-
sitiva real si:

1. G(2) es analitica en T, es decir, G(z) es estable.

2. Re[G(2)] > 0 para z € T.

Para funciones SPR la condicién G(co) > 0 es satis-
fecha como se prueba en [9].

Definicién 3 ([1], [7], [9]) Una funcién racional
real G(z) es una funcion positiva real si:

1. G(z) es analitica en T.

2. Re[G(2)] > 0 para z € T

Definicién 4 Una funcion racional real con grado
relativo cero con numerador y denominador coprimos
G(2) se llama una funcién My si

1. G(2) es analitica en T.

1 oy o ) L
2. e ¢ analitica en T, es decir, de fase minima.

3. Para todo 6 € [0,27],

Vv-1.

Note que para funciones M se cumple que la ganan-
cia de alta frecuencia es mayor que uno.

G(ej‘g)‘ > 1, con j =

Definicién 5 Una funcién racional real G(z) es una
funcion estrictamente acotada real (SBR) si

1. G(2) es analitica en T.

2. 16l < 1,
Supee[o72ﬂ]|G(€J |

donde ||G(2)| =

En el caso cuando se cumple la primera condicion
Y |G(2)|lo < 1, se dice que la funcion G(z) es una
funcidn acotada real (BR).
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Figura 1: Retroalimentacién unitaria. r: senal de re-
ferencia, e: senal de error, u: senal de control, y: sa-
lida del sistema, G.(z): Controlador, Gp(z): sistema

Y

3. Resultados de preservaciéon
de propiedades por sustitu-
cion de funciones M

En esta seccion se presenta resultados técnicos que
son utilizados en la siguiente seccion.

Teorema 6 Si H(z) es una funcion racional estable
y G(z) es una funcion My, entonces H (G(z)) es una
funcion racional estable. Ademds la composicion de
funciones My con funciones M es cerrada.

Teorema 7 Si H(z) es una funcion SPR (PR) y
G(z) es una funcion My, entonces H (G(2)) es una
funcidn SPR (PR).

Los teoremas 6 y 7 establecen que para sistemas dis-
cretos al sustituir funciones My por la variable z la
propiedades de estabilidad, SPR y PR se preservan.
También se establece que la composiciéon de funcio-
nes M con funciones M; es cerrada. Este resultado
es similar al que se presenta en [4] para el caso de
sistemas en tiempo continuo. Note que la sustitucién
de funciones SPR por la variable z no preserva esta-
bilidad para sistemas discretos.

Proposicién 8 Sea H(z) un funcidn Schur estable,
propia y H(z) # 1 para z € 9T.

1. Si H(z) es una funcidn SBR y G(z) es una
funcion My, entonces H (G(z)) es una funcion

SBR.

2. Si H(z) es una funcidn BR y G(z) es una fun-
cion My, entonces H (G(z)) es una funcion BR.

3. Si |H(2)|l < vm, entonces para cada funcion
G(z) de clase My, ||H (G(2))]l < vu

La proposicién 8 establece que la sustitucién de fun-
ciones M por la variable z preserva propiedades de
SBR, BR y norma H,. Esta proposicién es similar
a la reportada en [5].

Corolario 9 Considere el sistema de control de la
figura 1.
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1. 8t u(z) = Ge(z)e(z) estabiliza al sistema
Gp(z) = gzgg, es decir que el sistema en la-
zo cerrado

MC<Z) — GC(Z)GP(Z)

es Schur. Entonces, u(z) = G. (G(z)) y(z) esta-
biliza el sistema resultado de la composicion de
funciones, esto es,

para cada funcion G(z) de clase M;.

2. Si u(z) = Ky(z), donde K es una constante,

estabiliza al sistema Gp(z) = gp—g;. Entonces,

a) La misma senal u(z) = Ky(z) hace esta-
ble a M. (G(2)) para cada funcion G(z) de
clase M.

b) La misma senal u(z) = Ky(z) hace estable

Mc (Z asz(Z)>

donde G1(z),...,Gn(2) son funciones de
clase My ya; > 1 parai=1,...n.

Este resultado establece que sustituciones de fun-
ciones M; por la variable z preserva la propiedad
de estabilizacién, es decir, el nuevo controlador es-
tabiliza a la nueva planta después de la sustitu-
cién. Ademds, controladores proporcionales estabili-
zan sistemas con perturbaciones no lineales resulta-
do de la sustitucién con funciones M; mientras que
los parametros de las funciones M varien de for-
ma continua. Si se cambia el orden de las funciones
G1(2),...,Gn(z) de clase My, entonces se puede inter-
pretar el resultado en es sentido de estabilizacién si-
multanea para los sistemas M.(G1(z)), ...M.(Gn(2))
utilizando un controlador proporcional K.

4. Resultados para sistemas

discretos singulares

En esta seccién se extienden los resultados del lema
sobre funciones SPR [9], [12] y estabilidad absoluta
para sistemas con no linealidades estaticas y varian-
tes con el tiempo [8], [9] para el caso de sistemas
discretos singulares.

Se consideran sistemas discretos singulares de una
entrada una salida (SISO) invariantes con el tiempo
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(LTI) cuya representacién en variables de estado es

Ex(k+1) = Az(x) + Bw(k)

y(k) = Cz(k) + Dw(k) M

donde =z € R™ es el vector de variables de estado
del sistema singular, w € R es una senal externa
de entrada y y € R es la salida medida. La matriz
E € R™™ tiene rank F = r < n. Las matrices A,
B, C y D son de dimensiones compatibles. El par de
matrices (E, A) se usa cuando unicamente el com-
portamiento del sistema auténomo del sistema (1) es
de interés.

Definicién 10 [3], [9] Sea el sistema discreto sin-
gular dado por (1)

1. El par (E,A) es regqular si det(zE — A) # 0.

2. Elpar (E, A) es libre de impulsos si (zE — A)~1
€es propia.

3. El par (E,A) es admisible si es regular, propia
y estable (Schur).

Para un sistema discreto singular regular, la funcién
de transferencia de w a y esta bien definido por

Tyw(z)=C(zI —A)"'B+D

y la existencia y unicidad de la solucién de (1) esta
garantizada para cualquier condicién inicial. En [3]
se prueba que el par (E, A) es regular si y solo si
existen dos matrices reales no singulares M y N no
necesariamente inicas tales que

I. 0

MEN:{O 5

| [ 2

0 In—r

donde J € R(=7)x("=7") o5 una matriz nilpotente
y A, € R™" la matriz que determina los valores
caracteristicos finitos del la matriz pencil zF — A.
Haciendo una particién de las matrices MB y CN
de la siguiente forma

By

MB = {Bg

} L ON=[C G

se tiene que
Tyw(z) =C(zI —A)"'B+D
=C (21, — A) ' B
+Cy(2J —In) " By+D

De la definicién 10 y de la discusién anterior tenemos
que un par regular es libre de impulso si solo si la
matriz J = 0. Por lo tanto,

I, 0

0 0

MEN = { o I

| weefs 2
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y la funcién de transferencia T}, (2) se simplifica
Tyw(z) = Cy (2] — A,) "' B+ D — C2By

Con esto se tiene una equivalencia entre las repre-
sentationes de la el sistema discreto singular regular
libre de impulsos de dimensién n, (E, A, B,C, D),
y la representacion de estado de dimension 7,
(I, A, B1,C1,D — C3B5), asociado con la funcién
de transferencia Ty, (). Ademads, se tiene que la fun-
cién de transferencia Ty, (z) es estable si y solo si la
matriz A, es estable.

En este momento vamos a considerar la sustitucién
de G(z) de clase M por la variable z en la funcién
de transferencia T}, (z), de modo

Tyw (G(2)) = C1 (G(2)I, — A,) " Bi+D—CyBy
= Cy (2L, — A3) ' B3+ Dy

donde se ha asociado a la funcién de transferencia
Ty, (G(2)) una representacién de variables de estado
de dimensién rk, (I.k, As, B3, D3) con k el orden de
G(z). Pero T,,(G(z)) también es la representacién
de algin sistema singular con matices E, fl, B, C’,

N ~ . At TN .
D, esto es, Tyyy(z) =C (ZE - A) B+ D.

Proposicién 11

1. Si existe una matriz P = PT € R™ ™ que sa-

tisface la siguiente desigualdad matricial lineal
(LMI)

ATPA-ETPE+CTC ATPB+CTD
T T 2 T T < O
BTPA+DTC —421+BTPB+DTD
y ETPE > 0. Entonces el par (E,A) es ad-

misible y || Tyw (G(2))
G(z) de clase M.

|l <7 para cada funcion

2. Si existe una matriz P = PT € R™" que satis-
face la siguiente LMI

ATPB+CT
—-D+D"+BTPB

ATPA-ETPE <0
BT PA+C

y ETPE > 0. Entonces el par (E,A) es admi-

sible y Ty (G(2)) es una funcion SPR para cada
G(z) de clase M.

Estéa proposicion es una generalizacion de los teore-
mas 1y 3 de [9]. Nuestro resultado garantiza que las
propiedades de admisibilidad, norma H., y SPR se
preservan para el par (F, A) (funcién racional esta-
ble Ty, (2)) cuando se consideran perturbaciones no
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lineales en los parametros inducidas por la sustitu-
ci6én de funcines G(z) de clase My por la variable z.
Observe que las LMI son las mismas utilizadas que
en el trabajo original [9].

Se concluye esta secciéon con una extensién al resul-
tado de estabilidad robusta para sistemas discretos
singulares no lineal. Considere la retroalimentacién
de un sistema discreto singular representado por (1)
y la no linealidad

w(k) = —®(k,y(k)) (2)

donde la no linealidad estatica variante con el tiem-
po ® : ZT x R™ — R esta restringida al primer y
tercer cuadrante, es decir, satisface las condiciones
para todo entero no negativo k

B(k,y(k))y(k) = 0,

Estabilidad global uniforme se define a continuacién

para toda y(k) € R™ (3)

Definicién 12 [9] Considere el sistema discreto sin-
gular descrito en (1) y la retroalimentacion definida
por (2). El equilibrio x = 0 es

1. FEstable uniformemente si para cada ¢ > 0 y
cualquier tiempo inicial ko tal que ||z (ko)|| < ¢
implica ||z (k)| < € para toda k > ko;

2. Globalmente uniformemente asintdticamente es-
table (GUAS) si es estable uniformemente y
ademds, para cada par de numeros positivos €
y o existe K(e,0) > 0 tal que ||z(k)| < e para
toda k > ko + K(e,0) cuando ||z (ko)|| < o.

Corolario 13 Si el par (E, A) es admisible y T, (2)
es SPR, entonces el equilibrio del sistema discreto
singular

Exz(k+1) = Az(k) + Bw(k)

. . (4)

y(k) = Cz(k) + Dw(k)
con la retroalimentacion (2) es estable asintdtica-
mente global uniforme para cada funcion G(z) de
clase M, donde T, (G(2)) es la funcidn de transfe-

rencia del sistema discreto singular (E,/l, B,C, ﬁ),

~ . At TN .
esto es, Ty (G(2)) =C (zE - A) B+ D.

Este corolario es una generalizacion del teorema 4 en
[9]. Este resultado garantiza que el sistema en lazo
cerrado es GUAS para cada funcién G(z) de clase
M;. Por lo tanto, se tiene robustez en la estabilidad
del nuevo sistema en lazo cerrado (resultado de sus-
tituir G(z) por la variable z contra variaciones de los
parametros de la planta inducidos por la sustituciéon
y ante cualquier no linealidad estatica invariante con
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el tiempo ® que satisfaga las condiciones de sector
(3).

A continuacién se presenta un ejemplo modificado
que aparece en [9].

Ejemplo 14 Considere el sistema discreto singular
descrito por (1) con matrices

4 00 4 6 2 0 —4
-8 40 7 -4 0 3
E=1o 00 of #=o 0o 1 o0
4 00 4 6 2 0 -3
1
B=|"| c=[-1 00 0 D=3
0
0

cuya funcién de transferencia

1622 +232+9

Ty(2) = 2
w(®) =295 0 15

es una funcién SPR. Como el par (F, A) es admisible
¥ Tyw(z) es una funcién SPR, por el Corolario 13, el
punto de equilibrio de un sistema discreto singular
descrito por (4), resultado de sustituir cualquier fun-
cién G(z) de clase M por la variable z en Ty, (2), es
decir, T,,,,(G(z)) con cualquier retroalimentacién no
lineal estatica variante con el tiempo que cumpla con
las condiciones de sector (primer, tercer cuadrante)

es GUAS.

5. Conclusiones

En este trabajo se presentan nuevos resultados so-
bre la preservacién de propiedades de funciones PR,
SPR, BR, SBR y norma H, en sistemas discretos
lineales cuando se sustituyen funciones de clase My
por la variable z. Utilizando estos resultados se ge-
neraliza el lema de funciones SPR y estabilidad ab-
soluta para el caso de sistemas discretos singulares
cuando se sustituyen funciones de clase M; por la
variable z. Una posible interpretacién de estos resul-
tados es en el sentido de robustez contra variaciones
no lineales en los parametros inducidos por la susti-
tucion de funciones M por la variable z al estilo de
lo mencionado en [4], [5], [11].
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